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§1. Existenz- und Eindeutigkeit von Losungen

Ist f : I x U — R" stetig und erfillt eine lokale Lipschitz-Bedingung in y, so ist
das AWP zur Differentialgleichung y' = f(t,y) lokal eindeutig lisbar. Falls f von
der Klasse C* int (undy) ist, so ist die lokale Lisung ebenfalls eine C*-Funktion
(und ihre Abhingigkeit von den Anfangswerten ist C* ).

Satz. Es seien I C R ein Intervall, U C R" offen (Phasenraum), V C R*
offen (Parameterraum), f: I x U x V — R" stetig mit

[y, k) = [y R) S Llyn—y2| (€l ne€V und y,y0 € U)
(Lipschitz-Bedingung in y). Dann gilt:

(1) Existenz- und Eindeutigkeit.
Ist (to,v0,k0) € I x U x V, so existiert eine Umgebung der Form
(to, Yo, ko) € Lo x Uy x Vo C I x U x V' (I Intervall) sowie eine stetige
Funktion
y3[0XUOX‘/()—>Rn,

so dass y(-,n,k) : [y — R" die eindeutige Losung des folgenden An-
fangswertproblems ist:

y = fty, k) (t€l),  ylto) =n

(2) Abhingigkeit von Anfangswerten und Parameter.
Ist f: IxUxXV =R (tyk)— f(t,y, k), eine C*-Funktion in

Yy n
(y, k) so ist (t,n, k) — y(t,n, k) € R" Klasse C* in (n,vy)
(t,y, k) (t,n, k)
Beweisideen.

(1) Vereinfacht: o € I, f: I x R®™ — R global Lipschitz in y.

v 2 IO o L= [ st} o 1=y

mit T : C(Ip,R") — C(1p,R™), Ty(t) =yo + ftz f(z,y(z))dx. Wihle
Iy so klein, dass |Io| - L < 1. Wegen

t
Tys(t) — Tya(t)] < / Ll (2) — yo(@)lde < 1Tol - L - llg1 — yolloc

to
ist dann 7" kontrahierend. Banachscher Fixpunktsatz liefert Existenz
und Eindeutigkeit einer Losung y = T'y.

(2) Aus 2y(t,n, k) = f(t,y,r) folgt z.B. fiir g—z die Giiltigkeit der Variati-
onsgleichung

O (N 9y ) (), Wy
ot \on) oy o) ap "

Leite daraus Regularitét ab. 0



§2. Trennung der Variablen

Satz. Seien f: I — R, g: U — R stetige Funktionen auf offenen Intervallen
I,U C R. Seien tg € I, yg € U feste Punkte mit g(yo) # 0. Dann existiert
ein offenes Intervall Iy C I um tg, auf dem das Anfangswertproblem

Y =fgly),  ylte) =0

eine eindeutige Losung besitzt. Diese ergibt sich auf Iy durch Auflésen der

Gleichung
y() q
——dn = / flr
f
nach y(t).

Beweis. Angenommen y : I — R 16st das gegebene Anfangswertproblem.
Dann gilt notwendigerweise y(t) € U und ¢(y(t)) # 0 auf einer Umgebung I
von ty. Folglich

y(t)i B t y’(t) __ t o )
/yo g(n)dn_/to g —/to f(r)ydr < H(t,yt) =0

H:IyxU — R, H(t,y):/ 1/g(77)d77—/tf(7')d7'

mit

Offenbar ist H eine C'-Funktion mit H (¢, y) = 0 und %—Z(yo) =1/g(yo) # 0.
Nach Verkleinerung von Iy und U (zu Iy bzw. Uy) existiert daher nach dem
Satz iiber implizite Funktionen eine C''-Funktion

y:Ihp—> R sodass  H(t,y) =0 ((t,y) € loxUy) <& y=ylt).

Hieraus folgt bereits die behauptete Eindeutigkeit; um den Existenzbeweis
abzuschlieflen, bleibt zu zeigen, dass die oben konstruierte Funktion y :
Iy, — R das gegebene Anfangswertproblem 16st. Differenzieren der Iden-

titat H(t,y(t)) = 0 nach ¢ liefert —f(¢) + g(yl(t))y’(t) = 0 oder aquivalent

y'(t) = f(t)g(y(t)) auf I O

Der Satz bzw. der Beweis zeigt, dass zur Losung der Differentialgleichung

y = f(t)g(y)

folgende Strategie meist zum Erfolg (d.h. zur allgemeinen Losung) fiihrt:
Dividiere durch ¢(y), bilde auf beiden Seiten Stammfunktionen

1
/@dy:/f(t)dtvLc (c e R)

und versuche, nach y aufzulosen. Da dies jedoch keinem rigorosen Beweis
entspricht (warum?), priife anschlielend, ob die so erhaltene Funktion y
tatsidchlich Losung ist. Ferner beachte: Ist g(g) = 0 fiir ein g € R, so ist
die konstante Funktion y = ¢ eine Losung.




83. Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

(1) Existenz von Losungen, Struktur der Lésungsmenge.
Seien I C R ein offenes Intervall, A : I — M, (C) stetig, g : I — C"
stetig.

(a) Die Menge aller Losungen y der homogenen Gleichung y' = A(t)y
bildet einen n-dimensionalen Unterraum Ly, C C'(I,C"). Ist
to € I, so ist Lypom — C", y — y(ty) ein Isomorphismus von
Vektorraumen (d.h. AWP eindeutig losbar und Losung existiert
auf ganz I). Eine Basis y;, - ,y, von Ly, nennt man Funda-
mentalsystem.

(b) Die Menge aller Losungen y einer zugehorigen inhomogenen Glei-
chung ' = A(t)y + g(t) bildet einen affinen n-dimesionalen Un-
terraum Liy, = s + Lpom C C(I,C"), wobei y, irgendeine (”spe-
zielle”) Losung der inhomogenen Gleichung ist. Eine solche erhilt
man etwa durch Variation der Konstanten.

(2) Variation der Konstanten.
Sei Y(t) = (ya(t), -+ ,yn(t)) ein Fundamentalsystem der hom. Glei-
chung 3y’ = Ay. Dann ist y,(t) = Y (¢t)c (c € C") die allgemeine Losung
der homogenen Gleichung. Eine spezielle Losung der inhomogenen Glei-
chung suche mit dem Ansatz

ys(t) =Y (t)e(t) (ce CHI,CM)).
Wegen ¢, = Y'c+ Y und da Y'e = AY ¢ gilt, ist
y.=Ays+g9g & Yc+Yd=AYc+g & Yd=g

Da Y (t) € M, (C) invertierbar ist (Fundamentalsystem), ist dies dqui-
valent zu

d(t)=(Y(t)gt) (tel),
woraus man ¢ durch Integration erhélt.

(3) Reduktion der Ordnung (d’Alembert).
Sind y1,- - ,yx (k < n) lin. unabh. Losungen von ¢y = A(t)y, so o.E.
nach Umnumerierung Yy = (y1, -, Yk, €ks1, -+ ,€,) lokal um einen
Punkt reguliir. Transformiere: z = Y; 'y. Dann

S = YWYy Y = Yy (Y o+ AY)

Die ersten k-Spalten von Y und AY} sind identisch (nach Konstrukti-
on). Die ersten k Spalten der Matrix B = Y; ' (=Y + AY;) sind Null.
Zerlege daher z = (21, 20) € C*(I,C* x C"~*). Dann bleibt zu l6sen:

()-(0 o) ()

mit Bz S C(], Mn_k((C))



84. Systeme mit konstanten Koeffizienten

Gegeben: A € M, (C). Lose y' = Ay. Klar: Losungsraum ist n-dimensionaler
Unterraum von C*(R,C").

(1)

(2)

(3)

Matrix-Exponentialfunktion.
Fir A € M, (C) beliebig konvergiert die Reihe

AR

Y(t) = Z o

k=0

(t e R)

absolut und lokal gleichméBig auf ganz R. Formales Differenzieren lie-

fert V' = Y, k& L— = AY, o &5 = A Damit lost Y die

Matrix-Differentialgleichung Y’ = AY’, und

y(t) =et-c (ceCm) [beachte: y(0) = ]
ist allgemeine Losung von 3 = Ay bzw. (etley, .-, etle,) ist Funda-
mentalsystem (lineare Unabhéngigkeit bei ¢t = 0 testen).

Fundamentalsystem aus Jordanbasis.

Ist (vg,- -+ ,vx) eine Jordankette von A zum Eigenwert A, d.h. lin. un-
abh. System mit (A — A)vg =0 und (A —Nv; =v;1 (j =1,--- k),
so sind

m

Ym(t) = Z vt M (m=0,--- k)

=0
k + 1 verschiedene Losungen von y' = Ay (Nachweis durch Einsetzen),
die linear unabhéngig sind (y,,(0) = vy,).

Satz iiber Jordansche Normalform: C™ hat eine Basis

((Uév e vvlil)v T 7(Ué7 o 'qul))

bestehend aus Jordanketten von A. Bilde nach obiger Formel die zu-
gehorigen Fundamentallosungen

(yrln)milw- ks T (yin)mil,"' k-
Diese sind linear unabhéngig (Auswerten in ¢ = 0 liefert Jordanbasis),

bilden also ein Fundamentalsystem.

Reelles Fundamentalsystem. Im Fall A € M, (R) gilt:

A € C\ R Eigenwert von A = ) € C\ R Eigenwert von A
(v, - - ,vy) Jordankette zu A = (7, --- ,7;) Jordankette zu A
Ym Fundamentallosung zu A = ¢, Fundamentallosung zu A
Losungssystem (Y, Jm) kann (ohne komplexen Spann zu dndern) er-

setzt werden durch (Re y,,, = %(ym + Um), Im y,, = %(ym — Um))- Be-
achte:

Re ym(t) = Z vt IR cos(TmAt),  Tm yy,(t) = Z vjt™ IR in(Tmt).

j=0 Jj=0



§5. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

(1)

(2)

(3)

Existenz von Losungen, Struktur der Lésungsmenge.
Seien I C R ein offenes Intervall, b,a, : I — C™ stetig (v =0,--- ,n —1).

(a) Die Losungen der homogenen Gleichung y(™ = Zz;é a,(t)y™) bilden
einen n-dimensionalen Unterraum Lyo, C C"(I,C). Fiir beliebiges
to € I ist die Abbildung Lhom — C™, y — (y(to), -,y D (ty))
ein Vektorraumisomorphismus. Eine Basis von Ly, nennt man Fun-
damentalsystem.

(b) Die Losungen der inhomogenen Gleichung y™ = 3" a, (t)y™*) +b(t)
bilden einen n-dimesnionalen affinen Unterraum Lin, = ys + Lhom C
C™(I,C), wobei ys eine beliebige (”spezielle” ) Losung der inhomogenen
Gleichung bezeichnet. Diese kann z.B. iiber Variation der Konstanten
gewonnen werden.

Variation der Konstanten.

Ist (y1, -+ ,yn) ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung, so ist
y(t) = Y1 ciyi(t) mit ¢, - - - , ¢, € C die allgemeine Losung der homogenen
Gleichung. Suche eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung mit dem
Ansatz

ys(t) = Z ci(t)yi(t), wobei ¢; € C*(I,C) den Forderungen

i=1
Doy’ =0 =y =3yt (=0 .n-2)
i=1 i=1

geniigen sollen. Einsetzen liefert

-1 —
o =Sy + i e = Sy e S o + ()
(unterstrichene Ausdriicke sind gleich). Zusammen mit obigen Forderungen
ergibt sich fiir ¢(¢) das System

Y1 “tt Yn ch 0
yll Yy ch :
: U : 1o
NI A A

Dieses ist immer losbar, da Matrix fiir alle ¢ reguldr (Wronskideterminante).

Reduktion nach d’Alembert. Ist y # 0 eine Losung der homogenen

Gleichung y(™ = Eﬁ;é a, (t)y™), so suche eine weitere Losung in der Form

ult) = y(t) - w(t)

Einsetzen fiihrt auf lineare Differentialgleichung (n — 1)-ter Ordnung fiir w':

> e (E::j (?)a,,(t)v(”_j)(t)> w(t) = 0. Ist (w},---w!,_,) Fundamental-
system hiervon, so ist ein Fundamentalsystem der urspriinglichen Gleichung
gegeben durch (y,y - w1, - ,y, wp—1). Zum Beweis der lin. Unabhéngigkeit

beachte 0 = (coy + crywi + + -+ + cp_1ywn—_1)’ = crw) + -+ + cp_w), .



§6. Lineare Gleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

(1) Komplexes Fundamentalsystem.

(2)

Sei p(A) = [Ii=1(A — Aj)™ € C[)] ein normiertes Polynom (d.h. Koeffizient
bei der héchsten Potenz von A gleich 1. Dann bilden die Funktionen

Mt Mt TNt (j=1,---,n)

ein Fundamentalsystem von Losungen fiir die Gleichung p (%) y=0.
Beweisidee. Lineare Algebra (Zerlegungssatz) liefert

d T d n
ker p (E) = Je?ker (E — )\j> .

Bleibt zu zeigen: (t*eM)g_i... ,,—1 ist Fund’system von (% - A"y = 0.

Wegen (4 — X)(eMo(t)) = e 4 ist das Diagramm

co®) I o= (R)

| o

C®(R) YU, coo(R)

kommutativ. Um den Beweis zu beenden, geniigt es also festzustellen, dass
ker(d/dt)™ erzeugt wird von (1,t,--- ,t™ ).
O

Reelles Fundamentalsystem.

Hat das Polynom p reelle Koeffizienten, p(A) € R[], so existiert ein Funda-
mentalsystem aus reellwertigen Funktionen: Mit A € C\ R ist dann nédmlich
auch \ eine Nullstelle (gleicher Vielfachheit m) von p. Das System von Fun-
damentallésungen

(tke/\t’ tke)\t>
k=0, ;m—1

hat gleichen (komplexen) Spann wie das System reeller Fundamentallosun-
gen

(tk eReM cos(ImAt), theler sin(ImAt)) i



